Continuidade de Funcoes Complexas

Definicdo (Cauchy): Seja f: Dy C C — C. Diz-se que [ é
continua no ponto z; € Dy se satisfaz a condigao

V=0 Jes0 1 2 € Bs(ZO> M Df — f(Z) S B5<f<20>)

ou
V50 Je>0Vzen; t |2 — 20| <e = |f(2) = flz0)] <9

Teorema: Seja f: Dy C C — C. Entdo, f é continua em
zy € Dy se, qualquer que seja a vizinhanga aberta A de f(2y),
existe uma vizinhanga aberta V., de 2 tal que

f(vzome> C A

Mais geralmente, f é continua em todos os pontos do seu
dominio D se a pré-imagem f~!(A) de qualquer aberto A é a
interseccao dum aberto O com o dominio

f_l(A> =0nN Df.




Compacidade

Definicdo: Diz-se que um conjunto K é compacto se,
qualquer que seja a cobertura de K por abertos

K C U,A,,

é possivel reter apenas um numero finito desses abertos
Ay, Ao, ... Ay, que ainda cobrem K (diz-se uma
subcobertura finita)

K Cc U"A;.

Teorema (Heine-Borel): Um conjunto K C R" é compacto se
e so se € fechado e limitado. Isso é verdade em particular para
subconjuntos compactos de C, isométrico a R2.

Teorema: Se K C C é compactoe f: K CC —>Cé
continua em todos os pontos de K, entdo f(K) é compacto.

Corolario (Teorema de Weierstrass): Se K C C é compacto e
f: K C C— R é continua em todos os pontos de K, entao
f tem maximo e minimo.




Continuidade Uniforme

Definicdo: Seja f: Dy C C — C. Diz-se que f é
uniformemente continua em D se satisfaz a condigdo

\V/(5>O E|5>O\V/z,w€Df : ‘Z - w| < &€= |f(Z) o f(w>| < 0

Teorema (Heine-Cantor): Se K C C é compacto e
f: K C C— C é continua em todos os pontos de K, entao
f € uniformemente continua em K.




Limites de Funcoes Complexas

Defini¢do (Cauchy): Seja f: Dy C C — C e 2y um ponto
aderente ao dominio de f, 2y € D—f Diz-se que o limite da
funcao f quando z tende para z; é L € C, e escreve-se

lim f(z2) =L,

Z—2()

se satisfaz a condicao
Vs denp : 2 € Bg(ZO) M Df = f(Z) c B(s(L)

No caso de z; ou L serem infinitos, usam-se exteriores de
bolas centradas na origem como vizinhancas de oo, na
definicao anterior.

Definicdo (Heine): Seja f: Dy C C — C e 2y um ponto
aderente ao dominio de f, z) € D—f Diz-se que o limite da
funcao f quando z tende para z; é L € C, e escreve-se

lim f(z) =1L,

Z—rZ2()

se satisfaz a condicao

V{Zn}ch D 2n = 20 = f(zn) = L




Teorema: As definicoes de limite a Heine e a Cauchy sao
equivalentes e as mesmas que em R?. Quando existe, o limite
é unico.

Teorema: Seja f: Dy C C — C e 2y um ponto do dominio
de f, 20 € Dy. Entdo o limite lim,_,,, f(z) = L existe se e s6
se f € continua em zy e L = f(z).

Proposicdo: Seja f: Dy C C — C dada por

f(z) = flz +1y) = ulz,y) +iv(z,y)

e 2y = xo + 1Yo um ponto aderente ao dominio de f, zy € D—f
Entao,
lim f(z2) =L =a+1b,

Z—r2(
se e sO se
lim  w(z,y) =a e lim  wv(z,y) =0,
(z,y)—(70,y0) ( ) (z,y)—(70,90) ( )

no sentido de RZ.




Proposicdo: Sejam f: D, CC—=C,g: D, CC—=Ce
20 € Dy N D,. Entdo, se existem os limites lim,_,., f(z) = L;
elim, . g(z) = Lo, existem também

¢ hmz—>zof:|:g = L1 £ Lo

¢ hmz—>zof "9 = Ly Lo

. f L
o lim =~ =— L 0),
=L (Ly # 0)
com os cuidados devidos para as situacoes de limites infinitos e

possiveis indeterminacoes.




Diferenciabilidade Complexa

Definicdo: Seja f: Dy C C — C e 2y € intDy. Diz-se que f
é diferenciavel, ou tem derivada, no sentido complexo
em 2 se existe o limite

L f(z) = f(20) ~ im f(zo+h) — f(Z()).

=2 2 — 2 h—0 h

Suando este limite existe o seu valor designa-se por f'(zy) ou
d—];(Z())

Diz-se que f é holomorfa, ou analitica num ponto z; se
f for diferenciavel em todos os pontos duma bola centrada em
Z()-

Diz-se que [ € inteira se Dy = C e se f é diferencidvel em
todos os pontos z € C.




